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✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ s❡tt✐♥❣s✱ t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❡①♣❡rts ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞
r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ♣❡rt❛✐♥ t♦ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❦❡②
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❢❛❝t♦rs ♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r r✐s❦ ❢❛❝t♦rs✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❡①✲
tr❛❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❤♦rt ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ♣r♦✜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝
❞❛t❛ ✇✐t❤ ❡①tr❡♠❡ ♦r ❜♦r❞❡r❧✐♥❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤
t②♣❡s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛t②♣✐❝❛❧ ✐♥ ❤❡❛❧t❤② ❝♦❤♦rts✳
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❛r❡ r✉❧❡s ❛♥❞ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡♥❡✜ts✱ ❛ss✉♠❡ ✇❡
✇❛♥t t♦ t❛r❣❡t t❤❡ ❝❛✉s❡s ❢♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r ❞✐s❡❛s❡s ✭❈❱❉✮ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❙t❛♥✐s❧❛s ❝♦❤♦rt✳ ■❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❱❉ ❛♥❞ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢❛❝t♦r
✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ♠❛② ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② q✉❛❧✐✜❡❞ ❛s ❛ ❢❛❝✐❧✐t❛t♦r ❢♦r t❤❡ ❞✐s✲
❡❛s❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡t ✏④❡❧❡✈❛t❡❞ ❝❤♦❧❡st❡r♦❧ ❧❡✈❡❧✱ ❈❱❉⑥✑ ❛♥❞ ❛
str♦♥❣ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✏④❡❧❡✈❛t❡❞ ❝❤♦❧❡st❡r♦❧ ❧❡✈❡❧⑥⇒ ④❈❱❉⑥✑ ✇♦✉❧❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②
✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ♣❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝❤♦❧❡st❡r♦❧
❧❡✈❡❧ ❛r❡ ❛t s❡r✐♦✉s r✐s❦ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❈❱❉✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐❢ t❤❡ ✐t❡♠s❡t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❛ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ❈❱❉ ✐s r❛r❡✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st ❛♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❛r❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠s❡t ✏④✈❡❣❡t❛r✐❛♥✱ ❈❱❉⑥✑ ✇♦✉❧❞ s✉❣❣❡st
t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ✇❛② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❈❱❉ r✐s❦ ✐s t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ✈❡❣❡t❛r✐❛♥ ❞✐❡t✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ st✉❞② ♣❡rt❛✐♥s t♦ ♣❤❛r♠❛❝♦✈✐❣✐❧❛♥❝❡✱ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣❤❛r♠❛✲
❝♦❧♦❣② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛♥❞ st✉❞② ♦❢ ❛❞✈❡rs❡ ❞r✉❣ ❡✛❡❝ts✳
●✐✈❡♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❝❧✐♥✐❝❛❧ r❡❝♦r❞s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❛❦❡♥ ❞r✉❣s ❛♥❞ ❛❞✈❡rs❡ ❡❢✲
❢❡❝ts✱ ♠✐♥✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ✐t❡♠s❡ts ✇♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞r✉❣s
❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ✭❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢✮ ❞r✉❣s ✇✐t❤ ✉♥✲
❞❡s✐r❡❞ ✭♦r ❡✈❡♥ ❢❛t❛❧✮ ❡✛❡❝ts ♦♥ ♣❛t✐❡♥ts ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❛♥ ✐♥❢♦r♠❡❞
❞❡❝✐s✐♦♥ ❛s t♦ t❤❡ ✇✐t❤❞r❛✇❛❧ ♦r ❝♦♥t✐♥✉❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞r✉❣✳ ❙✉❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛②
❛✛❡❝t s♣❡❝✐✜❝ ♣❛t✐❡♥ts✱ ♣❛rt ♦❢ ♦r ❡✈❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞r✉❣ ♠❛r❦❡t ✭s❡❡✱ ❢♦r ✐♥✲
st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✇✐t❤❞r❛✇❛❧ ♦❢ t❤❡ ❧✐♣✐❞✲❧♦✇❡r✐♥❣ ❞r✉❣ ❈❡r✐✈❛st❛t✐♥ ✐♥ ❆✉❣✉st ✷✵✵✶✮✳
❨❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛♣♣❡❛r t❤❡ ❛❧❛r♠✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ❜❡♥✐❣♥
♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❡♥t✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t
✜rst✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ t♦ s❦✐♣ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥
❧❡ss ❡①♣❡❝t❛❜❧❡ ♦♥❡s✳ ■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ❛❜str❛❝t❡❞
❢r♦♠ ✉♥r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦♠❛✐♥s s✉❝❤ ❛s ❜❛♥❦ ❢r❛✉❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❢r❛✉❞✉❧❡♥t
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♣❛tt❡r♥s ♠❛♥✐❢❡st ✐♥ ♦♥❧② ❛ t✐♥② ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡
❝♦♥t❡♥t✳
✶✳✷ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❘❡❝❡♥t Pr♦❣r❡ss
P❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♠❡tr✐❝s ✐s ❜✐❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢
tr❡♥❞s t❤❛t ❛r❡ ✕ ✉♣ t♦ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✕ ❣❧♦❜❛❧❧② ✈❛❧✐❞✳ ❍❡♥❝❡ ❛ str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t②♣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ t♦
r❡❧❛① t❤❡ ❝r✐s♣ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉♣♣♦rt ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ❬✸❪✳
■♥ ❛ ♥❛ï✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ s❡tt✐♥❣s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉♣♣♦rt ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ s✉❢✲
✜❝✐❡♥t❧② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢❛♠✐❧② ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❨❡t t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡✈❛st❛t✐♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ s♣♦tt✐♥❣ t❤❡
r❡❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❤✉❣❡ ♦✉t♣✉t ✭❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ r❛r❡
✐t❡♠ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✹✱✺❪✮✳
❋✐♥❞✐♥❣ ❘❛r❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s ✸
❆ ❧❡ss ✉♥✐❢♦r♠ s✉♣♣♦rt ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❬✺❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞
❘❙❆❆ ✭❘❡❧❛t✐✈❡ ❙✉♣♣♦rt ❆♣r✐♦r✐ ❆❧❣♦r✐t❤♠✮ r❡❧✐❡s ♦♥ ✐t❡♠✲✇✐s❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉♣♣♦rt
t❤r❡s❤♦❧❞s ✇✐t❤ ✉s❡r✲♣r♦✈✐❞❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❘❙❆❆ ♦✉t♣✉ts ❛❧❧ ✐t❡♠s❡ts✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
r✉❧❡s✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡✐r s✉♣♣♦rt ❛❜♦✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✉♣♣♦rt t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛ ♠❡♠❜❡r ✐t❡♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t st✐❧❧ ❝♦♠♣r✐s❡s ❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡ts ❛♥❞
r✉❧❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s♦♠❡✱ ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❧❧✱ ❛t②♣✐❝❛❧ ♦♥❡s✳
❆ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ▼❙❛♣r✐♦r✐ ✭▼✉❧t✐♣❧❡ ❙✉♣♣♦rts
❆♣r✐♦r✐✮ ❬✹❪ ❜② ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛♥ ✐t❡♠s❡t ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣♣♦rts ♦❢ ✐ts
♠❡♠❜❡r ✐t❡♠s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ♠❡♠❜❡r s✉♣♣♦rt✱ ✇❤✐❝❤✱ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s
♦❢ ✐t❡♠s❡ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s t♦ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ♠❛❦❡ ✐t t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢❛♠✐❧②✳ ❖♥❝❡ ♠♦r❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢r❡q✉❡♥t ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢❛♠✐❧② ❜② s♦♠❡ ✐♥❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡ts✳
❖✉r ♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ♠♦r❡ r❛❞✐❝❛❧ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✲
✐♥❣ s❡tt✐♥❣s ❛s ✐t ❢♦❝✉s❡s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥❢r❡q✉❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢❛♠✐❧② t❤❛t
❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♠✐♥✐♥❣ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❦❡② ♥♦t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❛r❡ ✐t❡♠s❡t ✭r✉❧❡✮
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥ ✐t❡♠s❡t ✭r✉❧❡✮ ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❆♣r✐♦r✐✲
■♥✈❡rs❡ ❬✻❪✱ ❛♥❞ ▼■■❙❘ ✭▼✐♥✐♥❣ ■♥t❡r❡st✐♥❣ ■♠♣❡r❢❡❝t❧② ❙♣♦r❛❞✐❝ ❘✉❧❡s✮ ❬✼❪ ❛r❡
t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ❡①♣❧♦✐t t❤❡ s❛♠❡ r❛r✐t② ♥♦t✐♦♥✱ ②❡t t❤❡
❢♦r♠❡r ✇♦✉❧❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♠✐♥❡ ♣❡r❢❡❝t❧② r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ✭✐✳❡✳✱ ❤❛✈✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②
r❛r❡ s✉❜s❡ts✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r s❧✐❣❤t❧② r❡❧❛①❡s t❤✐s ♦✈❡rt❧② ❝r✐s♣ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✐s✱
♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧✐♥❡✱ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❡①♣❧♦r✐♥❣ r❛r❡ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ✜❧t❡r
❛❜♦✈❡ t❤❡ r❛r❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ✐t❡♠s❡ts ✭✐✳❡✳✱ r❛r❡ ✐t❡♠s✮ ✐♥ t❤❡ ✐t❡♠s❡t ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❧❡
✐❣♥♦r✐♥❣ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ♠✐①✐♥❣ ❜♦t❤ r❛r❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s✳
■♥ ♦✉r ♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t s✉❜✲
❢❛♠✐❧②✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥ ❛❧❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ❛♥❞ ♥♦t ♠❡r❡❧② t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② r❛r❡ ♦♥❡s✳ ❚♦ t❤❛t
❡♥❞✱ ✇❡ ❞❡✈✐s❡❞ ❛ str❛t❡❣② t❤❛t tr❛✈❡rs❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠s❡t ❧❛tt✐❝❡
✭t❤❡ ♦r❞❡r ✐❞❡❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡ts✮ ❛t ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦st✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✽❪✳
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛♣❡r ✐s ❛ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❛r❡ r✉❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ♦❢ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳
■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t ♣❧❛②✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉♣♣♦rt ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦
❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♥❣ ♦❢ ❛t②♣✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s
♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss ❛t②♣✐❝❛❧✐t② ♦❢ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❜♦❞② ♦❢ ❡①♣❡rt
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✴❜❡❧✐❡❢s ✭❡✳❣✳✱ ❛s ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡s✮ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❛t❛s❡t
♦r ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ♠♦r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♣❛tt❡r♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✉♥❡①✲
♣❡❝t❡❞ ♦r ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❞♠✐tt❡❞
♦♥❡ ✭❛ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❡r❡♦❢ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✾❪✮✳
❘❛r❡ ✐t❡♠s❡ts✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❢r❡q✉❡♥t ♦♥❡s✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❧② t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ r✉❧❡s✱
✐✳❡✳ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ♣r❡♠✐s❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉❜s❡ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡
♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❛r❡ ❜✉t t❤❡✐r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ✈❛r②✳ ❖♥❧② r✉❧❡s ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
❝❛♥ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s✳
❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ❛♥❞ r✉❧❡s ♣r❡s❡♥ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r
❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✸❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠✲
s❡t ♠✐♥✐♥❣ ❛r❡ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥❡✇
✹ ▲❛s③❧♦ ❙③❛t❤♠❛r②❡t ❛❧✳
s♣❡❝✐✜❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥t
✐t❡♠s❡t ♠✐♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ✭♣❤②s✐❝❛❧✮ ❧✐♠✐t ♦♥ ❤♦✇ ❧♦✇ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt ❝❛♥ ❜❡ s❡t✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ❛❜s♦❧✉t❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ❜❛rr✐❡r ✿ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ✐s
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐s st✐❧❧ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥t
✐t❡♠s❡t ♠✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥
✭✈❛❧✉❡✮ ♦❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s✿ ✭✶✮ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭s✐③❡✱
❞❡♥s✐t②✱ ❤✐❣❤❧②✲ ♦r ✇❡❛❦❧②✲❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❡t❝✳✮❀ ✭✷✮ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭❈P❯✱ ❘❆▼✮✮❀ ✭✸✮ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✭❡❢✲
✜❝✐❡♥t ✴ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ❡t❝✳ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡
❛❧✇❛②s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧✐♠✐t t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝r♦ss❡❞✿ ✐t ✐s ❛❧♠♦st ❝❡rt❛✐♥
t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧♦✇❡r❡❞ t♦ ✶✳✶ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ❛r✐s❡ ❛r❡✿
❤♦✇ ❝❛♥ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❜❡ ❝r♦ss❡❞❀ ✇❤❛t ✐s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r❀ ✇❤❛t
❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❞❞❡♥❀ ❛♥❞ ♠❛✐♥❧②✱ ❤♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
r✉❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✳
✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✜rst r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①✲
tr❛❝t❡❞✳ ■♥ ❬✶✵❪ ✐t ✐s st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡ts ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❧❡✈❡❧✇✐s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆♣r✐♦r✐
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✽❪ ❢♦r t❤✐s t❛s❦✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧✇✐s❡ s❡❛r❝❤✱
❆♣r✐♦r✐ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ✭♠❘■s✮✱ ✐✳❡✳ r❛r❡ ✐t❡♠✲
s❡ts s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦♣❡r s✉❜s❡ts ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ ♠❘■s✱ t❤❡②
❛r❡ r❡t❛✐♥❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠❘■s ❢♦r♠ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r s❡t ♦❢ r❛r❡
✐t❡♠s❡ts✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ❝❛♥ ❜❡ r❡st♦r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❘■s ❬✽❪✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ✈❛❧✐❞ r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✐✳❡✳ r✉❧❡s
✇✐t❤ ❧♦✇ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐♥
t❤❡♦r② ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❧❧ ✈❛❧✐❞ r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❤❛s t✇♦ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ✐s ❛ ✈❡r②
♠❡♠♦r②✲❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱
❤❛✈✐♥❣ r❡st♦r❡❞ ❛❧❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r✉❧❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❡♥
♠♦r❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ✈❛❧✐❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s
❤❛s t♦ ❜❡ ❢❛❝❡❞✿ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥② ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t
❛♥❞ ♥♦t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛t ❛❧❧✳
❋r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡ts ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ❝❧♦s❡❞ ✐t❡♠✲
s❡ts✱ ❣❡♥❡r❛t♦rs r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❢r❡❡✲s❡ts✱ ♥♦♥✲❞❡r✐✈❛❜❧❡ ✐t❡♠s❡ts✱ ❡t❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❢✉❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞
✐t❡♠s❡ts ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❆♠♦♥❣ ❢r❡q✉❡♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ❜❛s❡s ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ r✉❧❡
s✉❜s❡ts ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❢r❡q✉❡♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡st♦r❡❞ ✇✐t❤ ❛
♣r♦♣❡r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s
✭MNR✮ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ ❧♦ss❧❡ss✱ s♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✈❛❧✐❞ ✭❢r❡q✉❡♥t✮ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❬✶✶❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡
✶ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt ✐s ✶✱ t❤❡♥ ❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣ ✐t❡♠s❡ts ❛r❡
❢r❡q✉❡♥t✳
❋✐♥❞✐♥❣ ❘❛r❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s ✺
❢r❡q✉❡♥t r✉❧❡s ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❤②✲
♣♦t❤❡s❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ s❛♠❡ s♦rt ♦❢ s✉❜s❡t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r r❛r❡ r✉❧❡s✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ s❡t ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡t r✉❧❡s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣✲st❛♥❞✐♥❣ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐s✲
✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ r✉❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ s✉♣♣♦rt✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ s❤♦✇s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t❤❛t ❛r❡ ♦❢ ✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡✳ ❋✐rst✱ ✈❛❧✐❞ r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❙❡❝♦♥❞✱
❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✉❜s❡t ♦❢ r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✭❢r❡q✉❡♥t✮ MNR r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t r✉❧❡s✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ✐s r❛t❤❡r ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳
❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r
❢r❡q✉❡♥t ❛♥❞ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡♥✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡t❛✐❧s
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢r♦♠ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r✳
✷ ❋r❡q✉❡♥t ❛♥❞ ❘❛r❡ ■t❡♠s❡ts
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 5 × 5 s❛♠♣❧❡ ❞❛t❛s❡t✿ D = {(1, ABDE)✱ (2, AC)✱
(3, ABCE)✱ (4, BCE)✱ (5, ABCE)}✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦
t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❛s ✏❞❛t❛s❡t D✑ ✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♦r tr❛♥s❛❝t✐♦♥s O = {o1, o2, . . . , om}✱ ❛ s❡t ♦❢
❛ttr✐❜✉t❡s ♦r ✐t❡♠s A = {a1, a2, . . . , an}✱ ❛♥❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ⊆ O × A✳ ❆ s❡t ♦❢
✐t❡♠s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐t❡♠s❡t✳ ❊❛❝❤ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭tid✮✱ ❛♥❞
❛ s❡t ♦❢ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ t✐❞s❡t✳ ❚❤❡ t✐❞s❡t ♦❢ ❛❧❧ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s s❤❛r✐♥❣ ❛
❣✐✈❡♥ ✐t❡♠s❡t X ✐s ✐ts ✐♠❛❣❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ t(X)✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ {A,B}
✐♥ D ✐s {1, 3, 5}✱ ✐✳❡✳✱ t(AB) = 135 ✐♥ ♦✉r s❡♣❛r❛t♦r✲❢r❡❡ s❡t ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ ❛♥ ✐t❡♠s❡t X ✐s |X|✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ✐t❡♠s❡t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ i ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ i✲✐t❡♠s❡t✳
❚❤❡ ✭❛❜s♦❧✉t❡✮ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛♥ ✐t❡♠s❡t X✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② supp(X)✱ ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts
✐♠❛❣❡✱ ✐✳❡✳ supp(X) = |t(X)|✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ X ✐s ❢r❡q✉❡♥t✱ ✐❢ ✐ts s✉♣♣♦rt ✐s ♥♦t ❧❡ss
t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt t❤r❡s❤♦❧❞ min❴supp✱ ✐✳❡✳ supp(X) ≥ min❴supp✳
❉✉❛❧❧②✱ ✐❢ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s✉♣♣♦rt t❤r❡s❤♦❧❞ max❴supp ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡♥ ❛♥ ✐t❡♠s❡t
P s✉❝❤ t❤❛t supp(P ) ≤ max❴supp ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❛r❡ ✭♦r ✐♥❢r❡q✉❡♥t✮✳ ■❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt
♦❢ ❛♥ ✐t❡♠s❡t ✐s ✵ t❤❡♥ t❤❡ ✐t❡♠s❡t ✐s ❛ ③❡r♦ ✐t❡♠s❡t✷✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦
✐t❡♠s❡t✳
❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r✲s❡t ♦❢ ✐t❡♠s ℘(A)✿
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐t❡♠s❡ts s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡ ✭X ∼= Z ✐✛ t(X) = t(Z)✮ ❬✶✷❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ X✱ ❞❡♥♦t❡❞ [X]✱ ❛♥❞ ✐ts ❡①tr❡♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✳r✳t✳ s❡t
✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ [X] ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❛ ❝❧♦s❡❞ ✐t❡♠s❡t✮✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♠✐♥✐♠❛
✭❣❡♥❡r❛t♦r ✐t❡♠s❡ts✮✳ ❆ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥② ♦❢ s✉♣♣♦rt ✉♣♦♥ s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ℘(A)✿
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆♥ ✐t❡♠s❡t X ✐s ❝❧♦s❡❞ ✭❣❡♥❡r❛t♦r✮ ✐❢ ✐t ❤❛s ♥♦ ♣r♦♣❡r s✉♣❡rs❡t
✭s✉❜s❡t✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣♣♦rt✳
✷ ◆♦t t♦ ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✳
✻ ▲❛s③❧♦ ❙③❛t❤♠❛r②❡t ❛❧✳
❆ ❝❧♦s✉r❡ ♦♣❡r❛t♦r ✉♥❞❡r❧✐❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ✐t❡♠s❡ts❀ ✐t ❛ss✐❣♥s t♦ X t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ [X] ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② γ(X)✮✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ X = γ(X) ❢♦r ❝❧♦s❡❞ X✳ ●❡♥❡r✲
❛t♦rs✱ ❛✳❦✳❛✳ ❦❡②✲s❡ts ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❡♦r②✱ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❢r❡❡✲s❡ts ❬✶✸❪✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❜❛s✐❝❛❧❧② st❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ❢❛♠✐❧② ✐s ❛ ❞♦✇♥s❡t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❧❛tt✐❝❡ 〈℘(A),⊆〉✿
Pr♦♣❡rt② ✶✳ ●✐✈❡♥ X ⊆ A✱ ✐❢ X ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ t❤❡♥ ∀Y ⊆ X✱ Y ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✱
✇❤❡r❡❛s ✐❢ X ✐s ♥♦t ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ∀Z ⊇ X✱ Z ✐s ♥♦t ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✳
❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ℘(A) ✐♥t♦ r❛r❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛rts ✐♥❞✉❝❡s s✉❜str✉❝t✉r❡s
t❤❛t r❡✢❡❝t t❤❡ s❛♠❡ ❡①tr❡♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛s ❣❡♥❡r❛t♦rs✴❝❧♦s✉r❡s ❜✉t ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧
s❝♦♣❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ✭✐✮ ❆ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡t ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡t ✭▼❋■✮ ✐❢ ❛❧❧
✐ts ♣r♦♣❡r s✉♣❡rs❡ts ❛r❡ ♥♦t ❢r❡q✉❡♥t✳ ✭✐✐✮ ❆♥ ✐t❡♠s❡t ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡t
✭♠❘■✮ ✐❢ ✐t ✐s r❛r❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ♣r♦♣❡r s✉❜s❡ts ❛r❡ ♥♦t r❛r❡✳ ✭✐✐✐✮ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡
❣❡♥❡r❛t♦r ✭♠❘●✮ ✐s ❛ r❛r❡ ❣❡♥❡r❛t♦r s✉❝❤ t❤❛t ❛♥❞ ❛❧❧ ✐ts ♣r♦♣❡r s✉❜s❡ts ❛r❡ ♥♦t
r❛r❡✳
■♥ ❬✽❪ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♠❘■s ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❘■s ❛♥❞
t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❘●s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❆❧❧ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❬✽❪✳
■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ s❡tt✐♥❣s✱ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛② ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s
min❴supp ❛♥❞ max❴supp✳ ❨❡t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❛♣❡r ✇❡ s❤❛❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤
✈❛❧✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ℘(A) ✐♥t♦ ❛ ❢r❡q✉❡♥t ❛♥❞ ❛ r❛r❡ ♣❛rt ✭✐✳❡✳
t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ✐t❡♠s❡ts t❤❛t ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r r❛r❡ ♥♦r ❢r❡q✉❡♥t✮✳ ❚❤✐s ❜❛s✐❝❛❧❧②
♠❡❛♥s✱ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✱ t❤❛t max❴supp = min❴supp− 1✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛❧✐t② ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉t ❛❝r♦ss t❤❡ ♣♦✇❡rs❡t ❧❛t✲
t✐❝❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ r❛r❡ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❝✉t✱ ❝❛❧❧❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r
t❤❡ ❜♦r❞❡r ❛s ✐♥ ❬✶✵❪✱ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐❞❡✱ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡ts✱ ❛♥❞ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❞❡✱ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts✳ ❇♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦r❞❡r ❤❛✈❡ ✐♥tr✐❣✉✲
✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s❡❡ ❬✶✸✱✶✹❪✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❬✶✺❪✳
✸ ❘❛r❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s
✸✳✶ ❇❛s✐❝ ❈♦♥❝❡♣ts
❆♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P1 → P2✱ ✇❤❡r❡ P1 ❛♥❞ P2 ❛r❡
❛r❜✐tr❛r② ✐t❡♠s❡ts ✭P1, P2 ⊆ A✮✱ P1 ∩ P2 = ∅ ❛♥❞ P2 6= ∅✳ ❚❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✱ P1
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t✱ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✱ P2 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✳ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛♥
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ r✿ P1 → P2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ supp(r) = supp(P1∪P2)✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
♦❢ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ r✿ P1 → P2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥
♦❜❥❡❝t ✐♥❝❧✉❞❡s P2✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s P1✿ conf(r) = supp(P1∪P2)/supp(P1)✳
❆♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥t✱ ✐❢ ✐ts ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥
♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② min❴conf✮✱ ✐✳❡✳ conf(r) ≥ min❴conf ✳ ❆♥
❋✐♥❞✐♥❣ ❘❛r❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s ✼
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ r ✇✐t❤ conf(r) = 1.0 ✭✐✳❡✳ ✶✵✵✪✮ ✐s ❛♥ ❡①❛❝t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡✱
♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡✳
❆♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢r❡q✉❡♥t ✐❢ ✐ts s✉♣♣♦rt ✐s ♥♦t ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥
♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ♠✐♥❴s✉♣♣✮✱ ✐✳❡✳ supp(r) ≥ min❴supp✳ ❆ ❢r❡✲
q✉❡♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ ✐t ✐s ❝♦♥✜❞❡♥t✱ ✐✳❡✳ supp(r) ≥ min❴supp ❛♥❞
conf(r) ≥ min❴conf ✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✭MNR✮ ❤❛✈❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿ P → Q \P ✱ ✇❤❡r❡ P ⊂ Q ❛♥❞ P ✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥t ❣❡♥❡r❛t♦r ❛♥❞
Q ✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥t ❝❧♦s❡❞ ✐t❡♠s❡t✳
❆♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❛r❡ ✐❢ ✐ts s✉♣♣♦rt ✐s ♥♦t ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥
♠❛①✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜♦r❞❡r✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ r✉❧❡ ✐s r❛r❡ ✐❢ ✐ts
s✉♣♣♦rt ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉♣♣♦rt✳ ❆ r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ r ✐s ✈❛❧✐❞
✐❢ r ✐s ❝♦♥✜❞❡♥t✱ ✐✳❡✳ supp(r) < min❴supp ❛♥❞ conf(r) ≥ min❴conf ✳ ■♥ t❤❡ r❡st
♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ❜② ✏r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✑ ✇❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✐❞ r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳
✸✳✷ ❇r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ❇❛rr✐❡r
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❜r❡❛❦ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✱ ✐✳❡✳ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts
❛♥❞ r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞
❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡t ♠✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ ❆♣r✐♦r✐✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❇t❇
✭❇r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ❇❛rr✐❡r✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t ❤✐❣❤❧② ❝♦♥✜❞❡♥t r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
r✉❧❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ st❡♣s✳
❋✐rst✱ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts✱ t❤❡ ❦❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐s ❆♣r✐♦r✐✲❘❛r❡ ❬✽❪✳ ❆♣r✐♦r✐ ✜♥❞s ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡ts✱ ❜✉t ❛s ❛ ✏s✐❞❡ ❡✛❡❝t✑ ✐t
❛❧s♦ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ✭♠❘■s✮✳ ❆♣r✐♦r✐✲❘❛r❡ r❡t❛✐♥s
t❤❡s❡ ✐t❡♠s❡ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡♠✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡
✐t❡♠s❡ts ❛r❡ r❛r❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✜♥❞ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦✉♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts s♦ ❛s
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s✳
❚❤✐r❞✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❧♦r❡❞ r❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ ❛ ✇❛② ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ✭❢r❡q✉❡♥t✮ ♠✐♥✐♠❛❧
♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡ r❛r❡ r✉❧❡s ✏♠❘● r✉❧❡s✑ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡✐r ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳
✸✳✸ ♠❘● ❘✉❧❡s
❚✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠❘● r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❡①❛❝t ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
r✉❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ❡①❛❝t ♠❘● r✉❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❛s✿
r✿ P1 ⇒ P2 \ P1 ✱ ✇❤❡r❡
P1 ⊂ P2
P1 ✐s ❛♥ ♠❘●
P1 ∪ (P2 \P1) = P2 ✐s ❛ r❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✐t❡♠s❡t
conf(r) = 1.0
❋r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡①❛❝t ♠❘● r✉❧❡s ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡s❡ r✉❧❡s ❛r❡ r❛r❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ✭P1✮ ✐s r❛r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ✭P2 \ P1✮ ✐s
r❛r❡ ♦r ❢r❡q✉❡♥t✳ P1 ❛♥❞ P2 ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss✳
✽ ▲❛s③❧♦ ❙③❛t❤♠❛r②❡t ❛❧✳
❋✐❣✳ ✶✳ ▲❡❢t✿ r❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ❇t❇ ✐♥ ❞❛t❛s❡t D ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
min❴supp ✈❛❧✉❡s✳ ❚♦♣ r✐❣❤t✿ r❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ❇t❇ ✐♥ D ✇✐t❤
min❴supp = 4✳ ❈❡♥t❡r r✐❣❤t✿ ❡①❛❝t ♠❘● r✉❧❡s ✐♥ D ✇✐t❤ min❴supp = 4✳
❇♦tt♦♠ r✐❣❤t✿ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❘● r✉❧❡s ✐♥ D ✇✐t❤ min❴supp = 4✳
❙✐♥❝❡ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜s❡t ♦❢ ✐ts ❝❧♦s✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣♣♦rt✱
t❤❡s❡ r✉❧❡s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡❞✉❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
❥✉st ❛s t❤❡MNR r✉❧❡s✳ ❯s✐♥❣ ❑r②s③❦✐❡✇✐❝③✬s ❝♦✈❡r ♦♣❡r❛t♦r ❬✶✻❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡st♦r❡
❢✉rt❤❡r ❡①❛❝t r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①❛❝t ♠❘● r✉❧❡s✳
❊①❛♠♣❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✭❧❡❢t✮ s❤♦✇s ❛❧❧ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❞❛t❛s❡t D✳ ❙✉♣♣♦rt
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛❜♦✈❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s✳ ■t❡♠s❡ts ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ s✉♣♣♦rt ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✳ ▲❡✈❡❧s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜②
❜♦r❞❡rs t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t min❴supp ✈❛❧✉❡s✳ ◆❡①t t♦ ❡❛❝❤ min❴supp
✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢
min❴supp = 4 t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ✺ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡ts ✭A✱ C✱ B✱ E✱ BE✮ ❛♥❞ ✻
♠✐♥✐♠❛❧ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ✭D✱ AB✱ AC✱ AE✱ BC✱ CE✮✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛rr✐❡r ✐s ❛t min❴supp = 4✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✉s✐♥❣ ❆♣r✐♦r✐✱ t❤❡
❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❤❛✈❡ s✉♣♣♦rt ✹✳ ❲✐t❤ ❆♣r✐♦r✐✲❘❛r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♠❘■s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✿ D✱ AB✱ AC✱ AE✱ BC ❛♥❞ CE✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡✐r ❝❧♦s✉r❡s✱ ❢♦✉r
r❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✭t♦♣ r✐❣❤t✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t
♥♦t ❛❧❧ r❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss ✇❤♦s❡ ♠❛①✐♠❛❧
❡❧❡♠❡♥t ✐s ABCE ✐s ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛r❡ ♥♦t ♠❘■s✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ♥♦t
tr✉❡ ❢♦r ABC ❛♥❞ ACE t❤❛t ❛❧❧ t❤❡✐r ♣r♦♣❡r s✉❜s❡ts ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡ts✳
●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❡①❛❝t ♠❘● r✉❧❡s✳ ❖♥❝❡ r❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ r✉❧❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ MNR r✉❧❡s✳ ❊①❛❝t
♠❘● r✉❧❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss✳ ❙✉❝❤ r✉❧❡s ❝❛♥ ♦♥❧②
❋✐♥❞✐♥❣ ❘❛r❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s ✾
❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ♥♦♥✲s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝❧❛ss❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✭❝❡♥t❡r r✐❣❤t✮ s❤♦✇s ✇❤✐❝❤ ❡①✲
❛❝t ♠❘● r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦✉♥❞ r❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✱
t♦♣ r✐❣❤t✮✳
●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❘● r✉❧❡s✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❘● r✉❧❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
❝❧❛ss❡s ✇❤♦s❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳
▲❡t P1 ❜❡ ❛♥ ♠❘●✱ γ(P1) t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ P1✱ ❛♥❞ [P1] t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢
P1✳ ■❢ ❛ ♣r♦♣❡r s✉♣❡rs❡t P2 ♦❢ γ(P1) ✐s ♣✐❝❦❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❢♦✉♥❞ r❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ [P1]✱ t❤❡♥ P1 → P2 \ P1 ✐s ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❘● r✉❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮ s❤♦✇s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❘●
r✉❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦✉♥❞ r❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✱
t♦♣ r✐❣❤t✮✳
✸✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t❡sts✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ r❡✲
s✉❧ts t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ r❛r❡ ✐t❡♠s❡ts ❛♥❞
r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❞❛t❛s❡ts ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ P❡♥t✐✉♠ ■❱ ✷✳✹ ●❍③ ♠❛❝❤✐♥❡ r✉♥♥✐♥❣ ✉♥❞❡r
❉❡❜✐❛♥ ●◆❯✴▲✐♥✉① ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✺✶✷ ▼❇ ❘❆▼✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈♦r♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ❬✶✼❪✳✸ ❆❧❧ t✐♠❡s r❡♣♦rt❡❞ ❛r❡ r❡❛❧✱ ✇❛❧❧ ❝❧♦❝❦
t✐♠❡s❀ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳
❚❤❡ ❙t❛♥✐s❧❛s ❈♦❤♦rt
❆ ❝♦❤♦rt st✉❞② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢
t✐♠❡ ❛♥❞ ♦❢ r❡❝♦r❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠ ❛
❝♦❤♦rt s❤♦✇ ❛ ❤✐❣❤ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✿ t❤❡② ✈❛r② ✐♥ t✐♠❡✱ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s❤♦✇ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✱ ❡✳❣✳ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✱
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✱ t❡①t✉❛❧✱ ❜✐♥❛r②✱ ❡t❝✳✱ ❛♥❞ t❤❡② ♠❛② ❜❡ ♥♦✐s② ♦r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳
❚❤❡ ❙t❛♥✐s❧❛s ❝♦❤♦rt ✐s ❛ t❡♥✲②❡❛r ❢❛♠✐❧② st✉❞② ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❢❛❝t♦rs ♦♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢
❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❬✷❪✳ ❚❤❡ ❝♦❤♦rt ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✵✵✻ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❤❡❛❧t❤②
❢❛♠✐❧✐❡s ✭✹✷✾✺ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✮ s❛t✐s❢②✐♥❣ s♦♠❡ ❝r✐t❡r✐❛✿ ❋r❡♥❝❤ ♦r✐❣✐♥✱ t✇♦ ♣❛r❡♥ts✱
❛t ❧❡❛st t✇♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛❣❡❞ ♦❢ ✹ ♦r ♠♦r❡✱ ✇✐t❤ ♠❡♠❜❡rs ❢r❡❡ ❢r♦♠ s❡r✐♦✉s
❛♥❞✴♦r ❝❤r♦♥✐❝ ✐❧❧♥❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ♦❢ ❢♦✉r t②♣❡s✿ ✭✶✮ ❈❧✐♥✐❝❛❧ ❞❛t❛
✭❡✳❣✳ s✐③❡✱ ✇❡✐❣❤t✱ ❜❧♦♦❞ ♣r❡ss✉r❡✮❀ ✭✷✮ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭❧✐❢❡ ❤❛❜✐ts✱ ♣❤②s✐❝❛❧
❛❝t✐✈✐t②✱ ❞r✉❣ ✐♥t❛❦❡✮❀ ✭✸✮ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✭❣❧✉❝♦s❡✱ ❝❤♦❧❡st❡r♦❧✱ ❜❧♦♦❞ ❝♦✉♥t✮❀
✭✹✮ ●❡♥❡t✐❝ ❞❛t❛ ✭❣❡♥❡t✐❝ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠s✮✳
❚❤❡ ❡①♣❡rts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥✐s❧❛s ❝♦❤♦rt ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧✐sts ♦❢
t❤❡ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐♥❣
♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ✭♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠s✮ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r r✐s❦
✸ ❤tt♣✿✴✴❝♦r♦♥✳❧♦r✐❛✳❢r
✶✵ ▲❛s③❧♦ ❙③❛t❤♠❛r②❡t ❛❧✳
❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s t♦ ❞✐s❝♦✈❡r r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
r✉❧❡s ❧✐♥❦✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r✐s❦ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❣❡♥❡t✐❝ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❆s ❛ ❣❡♥❡t✐❝
♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉◆❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛♥ts ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ❙t❛♥✐s❧❛s ❝♦❤♦rt✱ ❣✐✈❡♥
t❤❛t ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❤❡❛❧t❤② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❢✉❧❧② ❥✉st✐✜❡s ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❬✶✼❪✳
❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❞❡✲
r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥✐s❧❛s ❝♦❤♦rt✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✐s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✏♠❡t❛❜♦❧✐❝ s②♥✲
❞r♦♠❡✑ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ s✉❝❤ ❛s ✇❛✐st ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡✱ tr✐❣❧②❝❡r✐❞❡ ❧❡✈❡❧s✱
❍❉▲ ❝❤♦❧❡st❡r♦❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❜❧♦♦❞ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛♥❞ ❢❛st✐♥❣ ❣❧✉❝♦s❡ ✈❛❧✉❡✮✳ ❆
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ r❡t❛✐♥ ♥✐♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇✐t❤ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ s②♥✲
❞r♦♠❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝❤♦s❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡s✳
❘❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①tr❛❝t❡❞ r✉❧❡s ✇❛s ♠✐♥❡❞
❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ r✉❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ s②♥❞r♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦r ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①tr❛❝t❡❞ r✉❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✿
MS ⇒ APOB❴71ThrIle ✭s✉♣♣♦rt 9 ❛♥❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ 100%✮✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❡❞ ❛s ✏❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ s②♥❞r♦♠❡ ✐s ❤❡t❡r♦③②❣♦✉s ❢♦r
t❤❡ ❆P❖❇ ✼✶❚❤r✴■❧❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠✑✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞
✉s✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡s ♦❢
t❤❡ APOB71 ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡s❡♥ts
♠❡t❛❜♦❧✐❝ s②♥❞r♦♠❡ ♦r ♥♦t✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡sts ❛ ♥❡✇ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿ ❛ s✉❜❥❡❝t
♣♦ss❡ss✐♥❣ t❤❡ r❛r❡ ❛❧❧❡❧❡ ❢♦r t❤❡ APOB 71Thr/Ile ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ ♣r❡s❡♥ts ♠♦r❡
❢r❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ s②♥❞r♦♠❡✳ ❖t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ r❛r❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬✶✼❪✳
❋✉rt❤❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❇t❇ ♦♥ t❤r❡❡ ♠♦r❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡ ❚✷✵■✻❉✶✵✵❑✹ ✐s ❛ s♣❛rs❡
❞❛t❛s❡t✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛r❦❡t ❜❛s❦❡t ❞❛t❛ t❤❛t ❛r❡
t②♣✐❝❛❧❧② s♣❛rs❡✱ ✇❡❛❦❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❈✼✸❉✶✵❑ ✐s ❛ ❝❡♥s✉s ❞❛t❛s❡t ❢r♦♠
t❤❡ P❯▼❙ s❛♠♣❧❡ ✜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▼✉s❤r♦♦♠s✺ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ ✈❛r✐♦✉s s♣❡❝✐❡s ♦❢ ♠✉s❤r♦♦♠s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦ ❛r❡ ❞❡♥s❡✱ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
❞❛t❛s❡ts✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡①❛❝t ♠❘● r✉❧❡s✳ ❚❤❡
t❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥s✿ ✭✶✮ ◆❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t❀ ✭✷✮ ▼✐♥✐♠✉♠
s✉♣♣♦rt ✈❛❧✉❡❀ ✭✸✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡ts✳ ■t ✐s ♦♥❧② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ ❋■s ❛s min❴supp ✐s ❧♦✇❡r❡❞❀ ✭✹✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♠❘●s
✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt ❡①❝❡❡❞s ✵✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ③❡r♦ ✐t❡♠s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❤✉❣❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ♣r✉♥❡ ✐t❡♠s❡ts ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ✵❀ ✭✺✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲s✐♥❣❧❡t♦♥
r❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❘●s❀ ✭✻✮ ◆✉♠❜❡r




❋✐♥❞✐♥❣ ❘❛r❡ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s ✶✶
❚❛❜❧❡ ✶✳ ❙t❡♣s t❛❦❡♥ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❘● ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳
❞❛t❛s❡t ♠✐♥❴s✉♣♣ ★ ❋■s ★ ♠❘●s ★ r❛r❡ ❡q✳ ★ ♠❘● r✉♥t✐♠❡ ♦❢
✭♥♦♥✲③❡r♦✮ ❝❧❛ss❡s r✉❧❡s t❤❡ ❇t❇ ❛❧❣✳
✭♥♦♥✲③❡r♦✱ ✭❡①❛❝t✮ ✭s❡❝✳✮
♥♦♥✲s✐♥❣❧❡t♦♥✮
D ✽✵✪ ✺ ✻ ✸ ✺ ✵✳✵✾
❚✷✵■✻❉✶✵✵❑ ✶✵✪ ✼ ✾✵✼ ✷✼ ✷✼ ✷✺✳✸✻
✵✳✼✺✪ ✹✱✼✶✵ ✷✶✶✱✺✻✶ ✹✱✵✹✾ ✹✱✵✺✸ ✸✶✷✳✻✸
✵✳✺✪ ✷✻✱✽✸✻ ✷✻✽✱✺✽✾ ✶✻✱✶✵✵ ✶✻✱✷✹✸ ✼✹✷✳✹✵
✵✳✷✺✪ ✶✺✺✱✶✻✸ ✺✸✹✱✵✽✽ ✹✸✱✹✺✽ ✹✺✱✾✾✶ ✷✱✽✵✽✳✺✹
❈✼✸❉✶✵❑ ✾✺✪ ✶✱✵✵✼ ✶✱✻✷✷ ✶✱✺✼✵ ✶✱✻✷✷ ✺✾✳✶✵
✼✺✪ ✷✸✺✱✷✼✶ ✶✱✾✸✾ ✶✱✼✾✹ ✶✱✾✸✾ ✷✱✶✽✸✳✼✵
✼✵✪ ✺✼✷✱✵✽✼ ✷✱✼✷✼ ✷✱✸✻✺ ✷✱✼✷✼ ✹✱✸✼✽✳✵✷
✻✺✪ ✶✱✺✹✹✱✻✾✶ ✸✱✻✼✺ ✷✱✾✺✸ ✸✱✻✼✺ ✾✱✾✷✸✳✾✹
▼✉s❤r♦♦♠s ✺✵✪ ✶✻✸ ✶✹✼ ✶✸✾ ✶✹✼ ✸✳✸✽
✶✵✪ ✻✵✵✱✽✶✼ ✷✱✾✶✻ ✷✱✸✷✹ ✷✱✾✶✻ ✼✹✳✻✵
✺✪ ✹✱✶✸✼✱✺✹✼ ✼✱✾✻✸ ✺✱✹✸✵ ✼✱✾✻✸ ✶✸✼✳✽✻
✶✪ ✾✷✱✽✾✹✱✽✻✾ ✸✼✱✵✸✹ ✶✻✱✼✾✾ ✸✼✱✵✸✹ ✸✷✶✳✼✽
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ✉s❡❞ t✇♦ ❧✐♠✐ts✿ ❛ s♣❛❝❡ ❧✐♠✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r② ♦❢ ♦✉r t❡st ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❛♥❞ ❛ t✐♠❡ ❧✐♠✐t t❤❛t ✇❡ ✜①❡❞
❛s ✶✵✱✵✵✵ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ✐s ♣r✐♥t❡❞ ✐♥ ❜♦❧❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❈✼✸❉✶✵❑ ✉s✐♥❣ ❆♣r✐♦r✐ ✇❡ ✇❡r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t
❛♥② ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✻✺✪ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❤✐tt✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡
❧✐♠✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t♦ ❇t❇ ❛t t❤✐s min❴supp ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t
✸✱✻✼✺ ❡①❛❝t ♠❘● r✉❧❡s ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rts ❛r❡ ❜❡❧♦✇ ✻✺✪✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r
♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ r❛r❡ r✉❧❡s ✇❤❡r❡ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡t ♠✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢❛✐❧✳
✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❋r❡q✉❡♥t ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ ♠✐♥✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ t❤❡ s❛♠❡✱ ✐✳❡✳ ✜♥❞✐♥❣ ❛❧❧
r✉❧❡s t❤❛t s❛t✐s❢② ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ min❴supp ❛♥❞ min❴conf ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ♠♦st r✉❧❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ s✉♣♣♦rt ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s ❛♥❞✴♦r ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞
✐t ✐s t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❧♦✇ s✉♣♣♦rt t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡①tr❛❝t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❛r❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t r❡♠❛✐♥ ❤✐❞❞❡♥ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡t ♠✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
t❤❛t ❝❛♥ ✜♥❞ str♦♥❣ ❜✉t r❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ ❧♦❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳
❚❤❡s❡ r✉❧❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ✏♠❘● r✉❧❡s✑✱ ❤❛✈❡ t✇♦ ♠❡r✐ts✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ✐t❡♠s❡t
✇❤❡r❡❛s ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t t♦ ✐t ②✐❡❧❞s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✐t❡♠s❡t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
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